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ستگیخطی و همب رگرسیون
اسفرجانیدکتر علیرضا امیری
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مقدمه

ز نیاز به پیش بینی مقدار یک متغیروابستته ادر اغلب بررسی های آماری

.باشدروی مقدارمتغیر مستقل می
بینتىبرای مثال پیش بینى طول قد فرزند از روی طول قد پتدر،  یتا پتیش

.معدل کل یک دانشجو در یک نیمسال از روی نمره درس ریاضیات او

.گویندمیبرگشت یا رگرسیون چنین مسائلی را مسائل 
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برای مثال در پیشن بینى طول قد فرزند از روی طول قد پدر،  طول قد پدر را 

نمتایش متی دهتیف  فرزنتدا  او متی دواننتد  xیک متغیر ثابت وبخصوص استت بتا 

طتتتول قتتتدهای متفتتتاودی داشتتتته باشتتتند بنتتتابراین طتتتول قتتتد فرزنتتتد او را بتتتا متغیتتتر 

.نمایش می دهیف Yیا𝑌(𝑥)دصادفی

ابتتتدا یتتک نمونتته  Yوابستتتهو متغیتتر Xبتترای یتتافتن رابیتته بتتین متغیتتر مستتتقل 

.کنیفمی آوریدصادفی از جمعیت مورد نظر جمع

مقتادیر مربتوط بته متغیتر  Xاز متغیر مستقل 𝑥2‚ 𝑥1‚…,𝑥𝑛یعنی به ازاء مقادیر

.کنیفرا اندازه گیری می Yوابسته
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.باشند𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑛فرض کنید این مقادیر اندازه گیری شده 

بنابراین نمونه دصادفی ما به صورت زوج های

𝑥1,𝑌1),(𝑥2, 𝑌2),…,(𝑥𝑛,𝑌𝑛)( استتت کتته مقتتادیر مشتتاهده شتتده آ  ع تتارت

.)𝑥1,𝑦1),(𝑥2, 𝑦2),…(𝑥𝑛,𝑦𝑛)است از 

ابتدا این مشاهدات کته بته صتورت نقتاطی Yو xبرای پی برد  به رابیه بین 

نمتوداردر صفحه هستند را در یک دستگاه مختصات رستف متی کنیف کته بته آ  

.گویندپراکندگی



.دارندرابطه غیر خطی yو x)ب .رابطه خطی دارندyو x)الف
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.نمی دانیمای رابطه yوx) ج
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 براین نقاط می دوا  یک خط یا منحنی ع ور داد

.را مشخص می کند yو  xو این خط یا منحنی رابیه ی بین 



ساده خطیرگرسیون

𝑌و وابسته ی  xهرگاه بین متغییر مستقل  = 𝑌(𝑥) یک رابیه خیی بر قترار

. برقرار استYو xساده خیی بین رگرسیو یک مدل گوِییفباشد 

,برای دشکیل این رابیه خیی

)𝑥1,𝑌1),(𝑥2,𝑌2),…,(𝑥𝑛,𝑌𝑛)فرض کنید یک نمونه دصادفی 

.  داشته باشیف) 𝑥1,𝑦1),(𝑥2,𝑦2),…(𝑥𝑛,𝑦𝑛)مقادیر مشاهده شده با 

𝑌𝑖=Y(𝑥𝑖) i=1,2,…,n 
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بتته طتتور 𝑌(𝑥(خیتتی ایتتن استتت کتته میتتانگین رگرستتیو منظتتور از 

در ارد اط باشد یعنی xخیی با 

𝜇𝑌(𝑥) = 𝛼 + 𝛽𝑥

می گویند خط رگرسیو  که به آ  

-𝞪و𝞫پارامتر های نا معلوم هستند که بایستی برآورد شوند.

.گویندضرایب رگرسیو  𝞫و𝞪به -
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دهتتیف در ایتتن صتتورت مقتتدار نمتتایش 𝛽 و𝞪 بتتا را 𝞫و𝞪اگتتر بتترآورد 

𝑦 را با yبرآورد متغییر وابسته  =  𝛼 +  𝛽xنمایش می دهند.



چتتتتتتو  همتتتتتتواره مقتتتتتتدار ) 𝑥1,𝑌1),(𝑥2,𝑌2),…,(𝑥𝑛,𝑌𝑛)نمونتتتتتته دصتتتتتتادفی در 

𝑌𝑖=Y|𝑥𝑖برابر𝜇𝑌|𝑥𝑖
بنتابراین اختت آ آ  هتا برابتر یتک مقتدار دصتادفی ,نیست

𝐸𝑖می باشد یعنی:

i= 1,2,…,n

. می نامندمدل رگرسیو  خیی این مدل را 

𝐸𝑖 گویندمقدار خیا را .

)𝜎2یک متغییر دصادفی با میانگین صفر و واریانس (

𝑌𝑖 = 𝜇𝑌|𝑥𝑖
+ 𝐸𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑥𝑖 + 𝐸𝑖
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:نشا  دهیف در این صورت𝑒𝑖را با 𝐸𝑖اگر مقدار مشاهده شده 

i= 1,2,…,n

.گویندمقدار باقیمانده را 𝑒𝑖که 

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑥𝑖 + 𝑒𝑖
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و𝛼 حتتال بتترای یتتافتن برآوردهتتای   𝛽 کتته متتی کنیف عمتتل بتته گونتته ای

𝑖=1 مربعات باقیمانده ها یعنی
𝑛 𝑒𝑖

.گرددمینیمف 2



مربعاتروش حداقل 

مجموع مربعات باقیمانده ها را معمولا مجموع مربعات خیاهتا حتول 

خط رگرسیو  گویند 

SSE (sum of square errors)

SSE= 𝑖=1
𝑛 𝑒𝑖

2

SSE= 𝑖=1
𝑛 (𝑦𝑖 − α − 𝛽𝑥𝑖)

2

و𝛼 اگر رابیه بالا مقادیری از   𝛽 را مینیمف کند

.گفته می شودبرآورد حداقل مربعات
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حداقل مربعات 

𝑆𝑥𝑥 =  𝑖=1
𝑛 (𝑥𝑖 −  𝑥)2= 𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖
2 −

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2

𝑛

𝑆𝑦𝑦 =  𝑖=1
𝑛 (𝑦𝑖 −  𝑦)2= 𝑖=1

𝑛 𝑦𝑖
2 −

( 𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖)

2

𝑛

𝑆𝑥𝑦 =  𝑖=1
𝑛 (𝑥𝑖 −  𝑥)(𝑦𝑖 −  𝑦)= 𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖 𝑦𝑖 −
( 𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖)( 𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖)

𝑛
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:قضیه

و𝛼 ستتاده خیتتی مقتتادیر رگرستتیو یتتک متتدل در   𝛽 مجمتتوع مربعتتات خیاهتتا را

:اگرمی کنندمی نیمف 

 𝛼 =  𝑦 −  𝛽  𝑥 ,          𝛽 =
𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑥

𝜇𝑌|𝑥رگرستتیو بنتتابراین ختتط  = 𝛼 + 𝛽𝑥 بتته وستتیله ی ختتط 𝑦 =  𝛼 +  𝛽x

و𝛼 که ,برآورد می شوند  𝛽از رابیه بالا محاس ه می شود.
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خلاصه فرمول های روش حداقل مربعات 

𝑺𝒙𝒙 =  𝒊=𝟏
𝒏 (𝒙𝒊 −  𝒙)𝟐= 𝒊=𝟏

𝒏 𝒙𝒊
𝟐 −

 𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊

𝟐

𝒏

𝑺𝒚𝒚 =  𝒊=𝟏
𝒏 (𝒚𝒊 −  𝒚)𝟐= 𝒊=𝟏

𝒏 𝒚𝒊
𝟐 −

( 𝒊=𝟏
𝒏 𝒚𝒊)

𝟐

𝒏

𝑺𝒙𝒚 =  𝒊=𝟏
𝒏 (𝒙𝒊 −  𝒙)(𝒚𝒊 −  𝒚)= 𝒊=𝟏

𝒏 𝒙𝒊 𝒚𝒊 −
( 𝒊=𝟏

𝒏 𝒙𝒊)( 𝒊=𝟏
𝒏 𝒚𝒊)

𝒏
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 𝒚 =  𝜶 +  𝜷x

 𝜶 =  𝒚 −  𝜷 𝒙 ,          𝜷 =
𝑺𝒙𝒚

𝑺𝒙𝒙



:مثال

. را بیابیرردرگرسرریونبرررای داده هررای  رردول آیررر بررر ورد خرر  
سپس نقاط را در صفحه مشخص نموده و خیز بر ورد شرده را 

رسم کنید؟

𝑥𝑖 1 3 4 6 8 9 11 14

yi 1 2 4 4 5 7 8 9
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:حل مثال

 𝑥𝑖 = 56,

 𝑦𝑖 = 40,  𝑥𝑖
2 = 524,  𝑦𝑖

2 = 256,  𝑥𝑖𝑦𝑖 = 364

𝑆𝑥𝑦 = 364 −
(56)(40)

8
=84

𝑆𝑥𝑥 = 524 −
562

8
= 132

 𝛽 =
𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑥
=

84

132
= 0.636

 𝛼 =  𝑦 −  𝛽  𝑥 =
40

8
− 0.636

56

8
= 0.545

دکتر علیرضا امیری اسفرجانی/ رگرسیون 

18

 𝑦 =  𝛼 +  𝛽𝑥=0.545+0.636x



برآورده شدهرگرسیو نمودار پراکندگی نقاط و خط 
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:مثال
 آمایشری برره من ررور مطالعرره ااررر یری داروی معرریو در ضرراییو  وردن  ررربان ق رر  در 

مقردار داروی جمرویز شرده برر حیر  می ی گررد و جفراوت . افرراد برالا انمراد شرده اسرت

جرایی در  ردول 13 ربان ق   ضس اآ اسرععمال دارو و قلرل اآ  ن بررای یری نمونره 

.آیر  ورده شده است

باشررد 1.6اگررر مقرردار داروی جمررویز شررده . بررر ورد خرر  رگرسرریون را بدسررت  وریررد

می کنید؟واکنش  ربان ق   در دقیقه را به چه میزان ضیش بینی 

مقدار داروی دجویز شده 0.5 0.75 1.0 1.25 1.5 1.75 2.0

واکنش در ضربا  قلب 10 8 12 12 14 12 16

مقدار داروی دجویز شده 2.25 2.5 2.75 3 3.25 3.5

واکنش در ضربا  قلب 18 17 20 18 20 21
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 𝑥𝑖 = 26,  𝑦𝑖 = 198,  𝑥𝑖
2 = 63.375,  𝑦𝑖

2 = 3226,  𝑥𝑖𝑦𝑖 = 442.5

𝑆𝑥𝑦 = 442.5 −
(26)(198)

13
=46.5

𝑆𝑥𝑥 = 63.375 −
262

13
= 11.375

 𝛽 =
𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑥
=

46.5

11.375
= 4.088

 𝛼 =  𝑦 −  𝛽  𝑥 =
198

13
− 4.088

26

13
= 7.05
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 𝑦 =  𝛼 +  𝛽𝑥=7.055+4.088x



باشررد  نهرراه ضرریش بینرری مرری کنیم کرره =1.6xحررال اگررر مقرردار داروی جمررویز شررده 

میزان واکنش  ربان ق   

 𝒚 =7.055+4.088(1.6)=13.6

.در دقیقه می باشد
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:تحقیق

رابطه میزان خطا در برآورد خطی را بیابید؟
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:تحقیق

رابطه سایر برآوردهای غیرخطی را بیابید؟
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نتایج
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در پناه حق


