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Y=
L

X0=a a+δa-δ



و به شعاع  x0در محدوده ای به مرکز xبگويیم وقتی بتوانیم خواست ما اين است که 

δ،قرار داردF(x)  در محدوده ای به مرکزL و به شعاعεواقع است.
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.نزديکتر شودLنیز بايد به  F(x)نزديکتر شود،aبه xبنابراين، هرقدر
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L

X0=a a+δa-δ

Lxfxf
xx




)( 0)(lim
0



،هرقدر کوچک،بتوانیم بازه ای از اعداد Lدر واقع لازم است که به ازای هر بازه ی حول 

.باشندLآنها در داخل آن بازه ی حول Fبیابیم که همه ی مقادير  cحول 

وجود داشته باشد cحول δ،يک شعاع مثبتLحول єعبارت ديگر،به ازای هر شعاع مثبت به 

به استثنای )واحدδو به شعاع cدر محدوده ای به مرکز tبه قسمی که برای همه ی مقادير 

:واحد واقع باشندє1و به شعاع  Lدر محدوده ای به مرکز  F(t)مقادير( t=cخود 

دکتر علیرضا امیری اسفرجانی/ حد و پیوستگی 7



دکتر علیرضا امیری اسفرجانی/ حد و پیوستگی 8

دارای حد است هر گاه اين نقطه دارای حد چپ و راست باشد و f(x)می گويند تابع •
اين دو حد با هم برابر باشند يعنی

)(lim)(lim
00

xfxf
xxxx  



:چپ و راستارتباط حد 
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راست حد بررسی حد چپ و 
از دیدگاه شکل

L

X0=a a+δa-δ



x

y

x₁ x₂ x₃x₄
x₀=10

y₁

y₂

L

y₃

₄y

X=10                   
حد راست دارد
حد چپ دارد

حد دارد

:مثال



X₁ X₂ ₃X
X

Y

X₁

X₂ ح ر د/ح چ د 

X₃

حد دارد

ح د

ح ر ن/ ح چ د  ح ن

     بررسی حد به خود نقطه کاری ندارد و فقط به
.نقطه کار دارد(  کنار)نزديک 

حد راست دارد
حد چپ دارد



X

Y

X₁
X₂

X₁ ح ر د/ ح چ د  ح د

X₂ ح ر د/ ح چ د  ح ن
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مثال



دکتر علیرضا امیری اسفرجانی/ حد و پیوستگی 14

Define of Limitation
With basic concept
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:دارای حد معادل     است هرگاه رابط زير برقرا باشد x=aدر نقطه ی f(x)گويیم تابع •

•



LxfβLf(x)xx
xx




)(,0,0 lim
0

0 

LxfLxfxxو

LxfLxfxxو

xx

xx













)()(000

)()(000

lim

lim

0

0

0

0





:تعریف حد

.منطقی برای حدود چپ و راست بیان نمودمی توان استلزام های به همین ترتیب 
برای حد راست داريم
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x

xx
:حل

:بنابراين داريم
10

1


كه                         آنگاه                            در این صورتxاگر به ازاي هر 

؟مقدار      را بدست آورید

1x
5

1
3

2 2




x

xx



:مثال
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:مثال
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ن است هر گاه اين نقطه دارای حد چپ و راست باشد و ايدارای f(x)تابع 
:دو حد با هم برابر باشند و با مقدار خود تابع برابر باشد يعنی

Lxfxf
xx




)( 0)(lim
0

:تعریف 



دکتر علیرضا امیری اسفرجانی/ حد و پیوستگی 19

:مثال
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:مثال
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انواع حد گرفتن
حد در نقطه(الف

حد بینهایت( ب

.حد در نقطه که جواب در نقطه می دهد-1
.حد در نقطه که جواب در بینهايت می دهد-2
.نداردحد در نقطه که جواب -3

.حد در بینهايت که جواب در نقطه می دهد-4
.حد در بینهايت که جواب در بینهايت می دهد-5
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:مثال



lim
→2

𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟔 =

lim
→−3

𝐱 + 𝟔 = 3 ⋍

lim
→
𝜋
3

( 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟔 ) =

lim
→30°

(𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝒙) =

lim
𝑥→3

[𝑥] = lim
𝑥→3⁺

[𝑥] = 

lim
𝑥→3⁻

[𝑥] =



𝑳𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 =

𝐋𝐢𝐦
𝒙→−𝟕

𝒙² + 𝟏

𝒙 + 𝟕

𝑳𝒊𝒎
𝒙→+𝟏

𝒙² − 𝟏

𝒙 − 𝟏
=

𝐋𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒙 + 𝟐

𝟑𝒙

𝐋𝐢𝐦
𝒙→∞

𝟐

𝟑𝒙
=



دکتر علیرضا امیری اسفرجانی/ حد و پیوستگی 25

:مثال



:بررسی كنیدx=0پیوستگی تابع زیر را در نقطه 

 
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:مثال
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   
0

كوچك نهايت بي منفي عددواقعي صفر
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:حل
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x :حل مثال
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:با توجه به اين نکته که می دانیم اگر داشته باشیم•

باشد بدون هیچ ابهامی داريم 

.باشد ولی از چپ پیوستگی داردپیوسته نمی x=0در نقطه f(x)لذا تابع •
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:حل مثال
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داردپیوستگی چپ x=0بنابراين تابع مورد نظر در نقطه  •

:حل

0
واقع صفر

lim)(lim
00








  x

xx
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xx
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2)0( f

؟بررسی كنیدx=0پیوستگی تابع زیر را در نقطه : مثال


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با توجه به آنکه: حل•
    






0

1
xx

zx

zx

0x

     21limlim
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


xx
xx

    11)( 000  xxxf

نا پیوسته است؟xتابع                               به ازاي كدام مقادیر :مثال

فقط در صفر(به جز صفر                  ب xتمام مقادیر (الف
تمام مقادیر صحیح(تمام مقادیر صحیح و مثبت                   د(ج

   xxxf  1)(

:لذا چنانچه      يک عدد صحیح باشد داريم

نا پیوسته میباشدxدر تمام مقادير صحیح f(x)يعنی تابع 
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:اريمبديهی است که صفر های مخرج کسر نقاط گسستگی تابع فوق می باشند، د•

:حل
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:نقاط گسستگی تابع                                        را بیابید: مثال
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:میدانیم•

 
 

 
واقع صفر

واقع صفر

4واقع صفر
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حاصل حد چپ و حد راست تابع                                      را در مجاورت :مثال
x=2بدست آورید:

 
  4

)(
2
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
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

x

x
xf

دقت کنید در صورت و مخرج هر دو صفر واقعی هستند،لذا بواسطه صفر شدن مخرج، حد 
:در بررسی حد چپ داريم. نمی باشدموجود راست اساسا 



دکتر علیرضا امیری اسفرجانی/ حد و پیوستگی 33

:میدانیم•

وسته پس بنابراين تابع مورد نظر تنها در نقاطی که             معادل يک باشد ناپی•
برابر صفر می yخواهد بود زيرا در بقیه نقاط که            مخالف يک است مقدار تابع 

.باشد

:لذا نقاط نا پیوستگی عبارتند از•

و ملاحظه می شود که تنها دو نقطه       در بازه ی مذکور قرار دارند •

1sin0. 2  xRx

x2sin
x2sin


2

3

22
1sin 2 

kxx

2




.قرار دارد(2.2-)تعدادي از نقاط ناپیوستگی تابع                    در بازه ي چه :مثال  xy 2sin
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:مچنانچه تابع مزبور در عدد گويای مثل       پیوسته باشد بايد داشته باش: حل•
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2
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x

تابع                              در چند نقطه ي گویا پیوسته است؟:مثال


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2x

x
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0x

نقطه گويا پیوسته می باشد2پس ملاحظه می شود تابع مزبور در 
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:تذكر

باشد،پیوستهx=aدر نقطه , g,fاگر توابع -1
.پیوسته است( در صورت تعريف شدن)مجموع، تفاضل، ضرب و تقسیم آنها 

ناپیوسته باشد x=aاگر يکی از توابع در -2
.اشدمجموع و تفاضل آنها ناپیوسته ولی ضرب و تقسیم آنها ممکن است پیوسته ب

ناپیوسته باشد x=aدر نقطه g,fاگر توابع -3
.کردنمی توان در مورد مجموع، تفاضل، ضرب و تقسیم آنها اظهار نظر قطعی 
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:تذكر•

به معادله ،                                    fتابع •

.پیوسته است Rاگر مخرج ريشه نداشته باشد در •






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1
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mm
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xbxa
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:تذكر•

عدد صحیح باشد فقط پیوستگی axباشد در نقاطی که a>0تابع                     اگر •

.عدد صحیح است فقط پیوستگی چپ داردaxباشد در نقاطی که  a<0راست و اگر •

 axxf )(



دکتر علیرضا امیری اسفرجانی/ حد و پیوستگی 38

:میدانیم که در مورد تابع                 داريم: حل•

•

)sgn(x
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
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1

0

1

)sgn(x

0

0

0




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x

در تابع                                                   مجموع حد چپ و راست تابع در : مثال

كدام است؟x=0نقطه 

6(د4(ج2( ب0(الف

)sgn(3)sgn(2)( 2 xxxf 

:و لذا داريم

.خواهد بود 4=5+1-پس جواب مورد نظر   
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ته می با توجه به تعريف تابع                                     ،اين تابع زمانی نا پیوس: حل•
:       شود بنابر اين داريمu(x)=0شود که 

•
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مجموعه نقاط ناپیوستگی تابع                                    را بیابید؟: مثال 1sgn)( 2  xxf
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:شکل تابع به صورت زير است•

y

x
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مفهوم رفع ابهام



دکتر علیرضا امیری اسفرجانی/ حد و پیوستگی 42

تحقیق
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هر گاه در محاسبه ی حد                       به يکی از صور مبهم       يا       برخورد

:حاصل حد را به صورت زير بدست آوردمی توان کنیم 
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نمونه از فرمولهای مشتق چند یادآوري 
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می حد مذکور مبهم به صورت      می باشد با استفاده از قضیه هوپیتال بدست: حل•
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Results



پايان
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