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مقدمه

(زقبییاز دزلایی   212-287)بیی از دز هزاییس لزپیی ازشیی از ل یی    ز

فرلاوازا ییزل زبر یزلاح پبهزپطحزهجهزا ز،زن ح هزا زهزحجمزا یزج لا زلاثاز

یزهزلهشز نتگر ازگ یریز ل ی    ز پیتث  ی.زکره،زلاخرهطزهزپه یزی فت

.زفوقز لع  هزبو 

.زحس ب نزل زکشفزکر ن (ز1642-1727)نیوتنهز(ز1646-1716)لایبنیز 

کی یگرزل زعق  هزکل  یزآنه ز ینزبو زکهزلاشتقزگ ریزهز نتگر ازگ ریز ثرزی

دزلاس ئازخ ثیزلایزک   زب ز پتف  هز دز ینز لتب طزا زآنزا زتو نست  زتع   یز 

.لاهمز لزلی ضی،زف سیکزهزنجومزل زحازک   
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دلا نزا یپلسلههپ لهبهگرلا لپ نالاول  ل(1760-1830)فوریه

 ا نش نل ب    ینقازا یت لایزخو ن ل لاثلث تی

ونچلاختلفیدلا  هزا ی ل لارهده نتگر اج بج ییهفولیهل تهزا ی

.لایز و  جر ...هلاودیک  لهپ دی،

 یگر نا ر ههنو تل  نتگر اج ها هل ن(1777-1855)گائوس

.کر ف سیکعلمهلی ضی ل نتگر اکر نع لی لپعی

.کر تعریفا بستگی  لا ه لیکل  نتگر ا(1789-1857)کایوچی

برل لاع ن نتگر ا(1875-1941)لیبیزگوه(1826-1866)ریمان

.کر ن  پتو للا طقیهلاست ای فتهزا ی پ  
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ب آهل هجو به نتگر ازگ ریبر یلاحکم پکلتیک(1809-1882)لیوویل

لهلارح ل هب له پ پینقازا ی دن لاع ن نتگر ادلا نیچه ی کهفه   ن

.است  بع لارحله پ پینقاخو ج ی 

هعقلیصولتبه نتگر ازگ ریبر یعل ی  وهیک(1822-1901)هرمیت

.آهل ب پت(پریعگ ری نتگر ابر یعل یلهشیک)فکری

. بخش توپعهلگ لیتما ر هل لهش ینلا    دبع 1940 اه لاستراسکی

 نتگر اتئولیلی ض   ن نا ک لاپ وترآلا نهجو به دقبالا   یب ستم اه ل

هبو ن    هتوپعهل  نتگر اج  هالهیآنکر نع لیهگ ری

ون،ه تسچونکس نیلی ض   ن ن ینلا  ن ل.بو   هح صاش شرفتزا یی

ئو ،لاگل وک،لوئ ن، ل لی،اوفریتر،گر نبر،لا چر،لال ن،ب لنر،ت چ  لش،

هر یچ کف،بشره ن کف،پریو پت ه ، کستون،گر   ت ین، برت  گر،بلت،آشا،

.   ت  حضوللا لیچ ف

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری6



گرفتنعل یلهشدلا  ه لبسلگیش شرفت1969پ ا لرایسیچ

تجربیهع ولایتئولیش یهبرل ک لش هکر ح صان لاع ن نتگر ا

.کر لا تشرب    یقو ن نب  نتگر ازگ ری

 ل.  ل یس چعل یلهشهپ رک لااش شرفتب عثت شزا نه یت ل

 دخ صلاو ل  ل هلهشتوپعهبر ین سش شرفتزا یی1980 اه

.   ه صلیهلاخصوصقض هزا ی

 ا  ه ننشکهلایزی ب م پتنت یجیبهلاع ن نتگر اتعریفق بل ت د

.(1988)لایزب   لی ض  ت لکه پتق لتی
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هلی ض  ت لگسترشلاول  لقویهلاوثر ی گ هلا بهبسلگیهج لاع ت

.لایز ا  نتگر اقو ن ن ل  ه نج مک لزا یا چ  ن

ک لبر لایزتو نکه   هتشک ال ع لیلی ض  ت پ پیبحثیکا  نتگر ا

   قر للاط لعهلاول هغ ره نس نیطب عی،علوم لت  مآنزل 
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.فی کرداولین بار لایب نیتس نماد استانداردی برای انتگرال معر
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کاملاً‌مفهومش.انتگرال‌یکی‌از‌موضوعات‌بسیار‌پر‌کاربرد‌در‌مباحث‌علمی‌می‌باشد

ا‌انتگرال‌در‌مشتق‌گیری‌،مشتق‌در‌یک‌نقطه‌اتفاق‌می‌افتد‌ام.‌عکس‌مفهوم‌مشتق‌است

یک‌نقطه‌گیری‌همیشه‌در‌یک‌بازه‌انتگرال‌گیری‌است‌بدین‌معنا‌که‌انتگرال‌گیری‌در

.معنی‌ندارد

آهل زل زب پتزلای(زتغ ر تزیکزت بع)لاشتقزگ ریزخ ص تزیکزت بعز
 نتگر ازلاج وعهز یز دزخو صزل زب زیکز یگیرزترک ینزن یو هزهزج یعز لا ز

ب   شسزخ ص تز نتگر ازج عزک   گیزلای.نه ییزآنه زل زبهزلا زلایز ا ز
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:مفهوم تصویری انتگرال 

ها‌انتگرال‌را‌نشان‌می‌دهد𝑥اگر‌شکل‌یک‌تابع‌را‌ترسیم‌نماییم‌،مساحت‌زیر‌تابع‌تا‌محور‌

𝑎 𝑏

𝑆 = 𝐼 =  
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥
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:اشددر‌معنای‌کلی‌و‌اصلی‌دو‌مدل‌انتگرال‌گیری‌داریم‌که‌به‌شرح‌زیر‌می‌ب

:انتگرال گیری نا معین 

.یستنیعنی‌اینکه‌بعد‌از‌انتگرال‌گرفتن‌رابطه‌ای‌داریم‌و‌یک‌مقدار‌عددی‌

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝐶

:گیری معین انتگرال 

هایی‌در‌انتگرال‌گیری‌معین‌به‌هر‌ترتیب‌بر‌اساس‌شکل‌یا‌روابط‌مقدار‌ن

.آوریمانتگرال‌را‌بدست‌می‌

 𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎
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:انتگرال گرفتن 

تق‌برای‌حل‌انتگرال‌ها‌در‌گام‌اول‌می‌بایست‌نسبت‌به‌دستورات‌مش

ارهای‌تسلط‌داشته‌باشیم‌اما‌برای‌حل‌کردن‌انتگرال‌ها‌می‌توانیم‌راه‌ک

.نمودزیر‌را‌ارائه‌

استفاده‌از‌فرمول‌ها‌.1

استفاده‌از‌فرمول‌ها‌و‌ترکیب‌با‌قوانین‌.‌2

گیریاستفاده‌از‌روش‌های‌انتگرال‌.‌3

متغیرجانشینی‌یا‌تغیر‌.‌1)•

جزانتگرال‌گیری‌جز‌به‌.2•

مثلثاتیروش‌.‌3•
کماننصف‌tanروش‌.‌4•

روش‌تجزیه‌کسر‌.‌5•

...(و‌•

استفاده‌از‌روش‌عددی‌.‌4
.جواب‌نداریم.‌5
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فرمول های مهم انتگرال گیری 

  cuudu cossin.2

  cuudu sincos.3

cu
u

du
 ln.7

c
a

a
dua

u
u

 ln
.6

cuudu  coslntan.4

cuudu  sinlncot.5
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cuuudu  cotcsclncsc.9

cuudu  tansec.10
2

cuudu  cotcsc.11
2

  cuuduu sectansec.12
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انتگرال‌گیری‌به‌روش

متغیرتغییر 16
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ر‌متغیرانتگرال‌گیری‌به‌کمک‌تغیی

تق معمولاً در حل انتگرال هایی که شامل یک تابع و مش

.دآن می باشند از روش تغییر متغیر استفاده می شو
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تمرین
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 
?

lnsin
 dx

x

x :مثال‌‌
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?



xx

dx :مثال‌‌
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   ?sincos
34

 dxxx :مثال‌
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  
?

1tan
21


 
xx

dx :مثال‌
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?:مثال‌
1

2


 dx

e

e
x

x
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?∫ 31
  =
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dx
x

x
:مثال‌
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?∫   =dx
x

e x
:مثال‌



26

How we can divide polynomial

Remembrance
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تمرین
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 xdxsec
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∫ ?1  =+ dxxxx تمرین
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


2
31

3
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تمرین
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روش انتگرال گیری

به جزءجزء
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این.ردکتبدیلساده ترانتگرال هایبهرادشوارانتگرال هایمی توانجزءبهجزءروشازاستفادهبا

استتابعیfآندرکهداردکاربردصورتبهانتگرال هاییمورددرروش

مشکلیهیچبدونوبارهامی توانکهاستتابعیgومی شودصفرگرفتنمشتقبارچندازپسکه

.باشندمیمانندتوابعیgوf ًمعمولا.گرفتانتگرالآناز

حاصلقاعدهازکهباشدمیزیرصورتبهجزبهجزانتگرالفرمول

.شودمی

    dxxgxf

nx
xexxx ,,ln,cos,sin

  udvvduuvd 

:انتگرال‌گیری‌جزء‌به‌جزء‌

  vduuvudv
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  ?cos xdxx
:مثال
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  ?)ln( dxx

:مثال
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:تمرین
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( ) ?∫ ln  == dxxxnI



:نکته

ل ز u قتزک   زکهزdvهزuبر یز نتخ بز

یزت بعیزلایزگ ریمزکهزشسز دزلاشتقزگ ر

ل زقس تیزلایززگ ریمزکهز dvپ  هزترز و زه

.ززلاح پبهز نتگر لازپ  هزب   
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?
1

sin
1












dx

x
x :مثال
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dx
x

xx






2

1

1

sin
:مثال‌
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:مثال‌
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 dxex
x2
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ر ظاهر گاهی اوقات با یکبار استفاده از روش جز به جز انتگرالی دیگ

گرال ها برای حل این نوع انت. می شود که شبیه انتگرال اولی می باشد

.باید از روش جز به جز متوالی استفاده کرد

حل کردن معادله انتگرالی 

نسبت به انتگرال مجهول 
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  ?3cos
2

xdxe
x :مثال
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:ادامه‌مثال
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:مثال
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:تمرین
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∫ sin  ?== dxxexI



:تمرین
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   ?3sec dxx



:تمرین
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  ? dxxArctg



 dxex
x2

انتگرال‌گیری‌جزء‌به‌جزء‌به‌روش‌پله‌ای

U(x)هزلاشتق تا
dV(x)هز

 نتگر ازا یا

2
x

x2

2

0

x
e

x
e

x
e

x
e

+

-

+

cexeex
xxx
 22

2
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:مثال dxex
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:تمرین
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?∫  
4 dxex x

?∫
3 dxex x



:تمرین
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?sin3
 xdxx



:تمرین
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 dxnxx )sin(3



روش‌انتگرال‌گیری‌

!مصلساتی
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انتگرال های مثلثاتی

:برخی از انواع این گونه به شرح زیر است•

توان با انتگرال گیری از توابع مثلثاتی ( الف
انتگرال گیری از ضرب سینوس و کسینوس با توان( ب
انتگرال‌حاصلضرب‌‌سینوس‌و‌کسینوس‌(‌ج
.می‌باشندcosxو‌‌ sinxانتگرال‌توابعی‌که‌برحسب‌(‌د
.می‌باشند2^(cosx)و‌ 2^(sinx)انتگرال‌توابعی‌که‌برحسب‌(‌ذ
انتگرال های سکا نت و کسکا نت( ر
انتگرال‌های‌سکانت‌و‌کسکانت‌با‌توان(‌ز

انتگرال‌های‌ضرب‌سکانت،‌تانژانت‌و‌ضرب‌کسکانت،‌کتانژانت‌با‌توان(س

دکتر‌علیرضا‌امیری‌/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

اسفرجانی
54



انتگرال‌گیری‌

توان‌ی‌با‌انتگرال‌های‌توابع‌مثلثات‌
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Integrals of trigonometric functions with power



اتی انواع انتگرال گیری توان های توابع مثلث
انتگرال توان های فرد مثبت سینوس ها و کسینوس ها

 سینوس ها و کسینوس هامثبت انتگرال توان های زوج

انتگرال توان های تانژانت و کتانژانت
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انتگرال‌گیری‌از‌توان‌های‌توابع‌مثلثاتی‌(‌الف

:انتگرال توان های فرد مثبت سینوس ها و کسینوس ها

∫
12

)cos(  dxx
n+   duu

n

 
2

1  xdxx
n

cossin1
2

  xdxx
n

coscos
2

dxx
n

∫
12

)(sin 
+    dxxx

n
sinsin

2    xdxx
n

sincos1
2    duu

n2
1

57

A

زوج سازی جملات



:مثال
  ?cos

5
xdx
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:تمرین

∫ ?)(sin  
3 =dxx

∫ ?)(sin
5 =dxx 



 لپعی،ه تح  زا ی د پتف  هب  نتگر ازا  ین ل

.  لیملیشهزا حذفهدهجتو نزا یک اا
2

2cos1
sin

2 x
x




2

2cos1
cos

2 x
x




کاهش توان های زوج

انتگرال‌گیری‌از‌توان‌های‌توابع‌مثلثاتی‌(‌الف
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:انتگرال توان های زوج سینوس ها و کسینوس ها B



?cos  ∫
4 =xdx

:مثال
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∫ ?)(cos)(sin  
42

dxxx

∫ ?)(sin  
4 =dxx

∫ ?)(cos  
6 =dxx



∫ cot  , xdx
n

یدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجان/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری 63

 xdx
n

tan

 


 xdxxdxx
nn 222

tansectan







 xdxt
n

nn 21
tan

1

1

ارلهن ، ین   لاهب لایزک  م پتف  هلهشا  ن د هب لهحابر ی ک ون

. پت  هه   ختآنزا  نتگر اکهبرپ  هی یکتو نبهت لایز و ک تر ه نتگر اتو نب ل



xdx

n 2
tan

∫ tan  xdx
n

  


dxxx
n

1sectan
22




 xdxx
n 22

tan.tan

 


 xdxdtt
nn 22

tan







 xdxx
n

nn 21
tantan

1

1

انتگرال‌گیری‌از‌توان‌های‌توابع‌مثلثاتی‌(‌الف

:انتگرال توان های تانژانت و کتانژانت C



∫ tan ?xdx

?∫
2

tan dxx

?∫ tan 3 xdx

?
4

tan∫ dxx
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?∫
5

tan dxx

?
6

tan∫ dxx
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?tan  ∫
8

xdx
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∫  tan?تمرین
10 =xdx

?tan  ∫
9

xdx

?tan  ∫
20 =xdx
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توان‌‌انتگرال‌گیری‌از‌ضرب‌سینوس‌و‌کسینوس‌با(‌ب xdxx
nm

cossin

Integration by multiplying the cosine and sine

with power



توان‌‌انتگرال‌گیری‌از‌ضرب‌سینوس‌و‌کسینوس‌با(‌ب
 xdxx

nm
cossin

.فر زب   nی ز mح  قازیکیز دز(ز1

.زار هزدهجزب    nهزm(ز2

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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.زارز هزبر برزب    nهزm(ز3



?cossin  xdxx
nm

 xdxxx
km

coscossin
2

  xdxxx
km

coscossin
2

   xdxxx
km

cossin1sin
2

توان‌‌انتگرال‌گیری‌از‌ضرب‌سینوس‌و‌کسینوس‌با(‌ب
 xdxx

nm
cossin

n=2k+1فر زب   زفرضزک   زnی ز mح  قازیکیز دز( الف

   duuu
km 2

1
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مثال

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

?∫
5

cos
3

sin   =dxxx



مثال

72
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?
5

cos
4

sin∫ =dxxx



مثال
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دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

?∫ cos5sin  8 =xdxx



تمرین

74

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

?∫ cos2sin  7 =xdxx

?∫ cos2sin  9 =xdxx

?∫ cos3sin  10 =xdxx



 xdxx
nm

cossin

توان‌‌انتگرال‌گیری‌از‌ضرب‌سینوس‌و‌کسینوس‌با(‌ب
 xdxx

nm
cossin

.زار هزدهجزب    nهزm(ز2

 پتف  هزلایز و زه لز   لاهز دج نش  ی
2

2cos1
sin

2 x
x




2

2cos1
cos

2 x
x




    dxxx
rk 22

sincos

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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فرمولهای طلایی



76

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

?∫
2

cos
4

sin  =dxxx مثال



تذکر‌در‌مورد‌استفاده‌از‌واحد‌رادیان
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تمرین

78

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

?∫ cos2sin  10 =xdxx

?∫ cos2sin  6 =xdxx

?∫
4sin8sin  dxxx



توان‌‌انتگرال‌گیری‌از‌ضرب‌سینوس‌و‌کسینوس‌با(‌ب
 xdxx

nm
cossin

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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.زار هزبر برزب    n=زm(ز3

  







 dxxxdx

m
m

x
m 2sin

2
1cossin



∫مثال cossin   ?dxxx
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∫مثال
2cos2sin   ?=dxxx
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تمرین

82

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

?∫
4cos4sin  =xdxx

?∫
3cos3sin  =xdxx
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انتگرال‌گیری‌

رب‌‌انتگرال‌های‌حاصلض‌
سینوس‌‌و‌کسینوس‌

Product of the cosine and sine integrals



 mxdxnx sinsin

nxmx sinsin

nxmx cossin

nxmx coscos

انتگرال‌حاصلضرب‌‌سینوس‌و‌کسینوس‌(‌ج

هعلقلاشازا ی لک بازا ت اتحل ات را ،خ اگرلا ، نتق الاس ئالات  هب،جری نلاو ل  لا  نتگر ا ینب 
. ملایزک برخول لایز و  پتف  هلاثلث تیپریزا ی دآنه  لکهلی ض  تعلومهلاه  پیبهلاربوطلاس ئا
. پتدیر تح  ا ی د پتف  هترپ  هلهشهلیکر  پتف  هجسءبهجسءلهش د هب لتو نلایآنه حابر ی

 nxdxmx coscos, nxdxmx cossin,

    xnmxnm  coscos
2

1

    xnmxnm  sinsin
2

1

    xnmxnm  coscos
2

1
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  ?5cos3sin xdxx
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∫ ?7cos7sin    =xdxx
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∫ ?)5-cos()7sin(    =dxxx

∫ ?5cos7sin    =xdxx
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 dxxxF cos,sin



.می‌باشند‌cosxو‌‌sinxانتگرال‌توابعی‌که‌برحسب‌(‌د

t
x


2
tan

xxx cossin22sin 

2
1

2
sin

t

t
x




xxx
22

sincos2cos 

2

2

1

1
cos

t

t
x






 dxxxF cos,sin

. پتف  هزلایز و ز لز ینزنوعز نتگر ازا ز دزتغ  رزلاتغ رززززززززززز t
x


2
tan

 dxxxF cos,sin

:بنابراین

2
1

2

t

dt
dx


tx

1
tan2




1

2
2



t

t

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

22 xx

xx




2

cos
2

sin2sin
xx

x 

2

2

1

1

t

t






2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

cos
22

22

xx

xx

x







 















22

2

2
1

2

1

1
,

1

2

t

dt

t

t

t

t
F
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 


?
cos1

cos
dx

x

x
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∫ ?
sincos1

1
 =

++
dx

xx
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∫ ?
sec46

1
 =
+

dx
x

∫ ? sec =dxx

∫ ?
sintan

1
 =

+
dx

xx

∫ ?
sin

)
2

tan(

  =dx
x

x

?
cos1312

  ∫ 2

Π
   

0     
=

+ x

dx
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.می‌باشند‌وانتگرال‌توابعی‌که‌برحسب‌‌‌‌‌‌‌‌ x
2

sinx
2

cos

  dxxxF
22

cos,sin



.می‌باشند‌وانتگرال‌توابعی‌که‌برحسب‌‌‌‌‌‌‌‌(‌ذ  dxxxF
22

cos,sin

tx tan

x
2

cos x
2

sin

. پتف  هزلایز و زt = tan xبر یزحاز ینزنوعز نتگر ازا ز دزتغ  رزلاتغ رز

x
2

sinx
2

cos

2
1 t

dt
dx


tx

1
tan




2

2

1 t

t




xx

x
22

2

sincos

sin


2

1

1

t+
=

xx

x
22

2

sincos

cos



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  dxxxF
22

cos,sin ∫ 222

2

1
)

1

1
,

1
(  

t

dt

tt

t
F















 


?
sin2

2
x

dx
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∫ ?
sin2

  
2

=
+ x

dx

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

94

∫ ?
cos2

  
2

=
+ x

dx



دکتر‌علیرضا‌/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
امیری‌اسفرجانی 95



انتگرال‌گیری‌

ک کا‌نت‌و‌کس ا‌نتانتگرال‌های‌س

انیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرج/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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 xdxsec

 xdxsec

ل پک نتر ا نتگلاح پبهه ضحلهشنخست نک بریج،  نشگ ه لن وتنآیس کلاعلمب لهن یس ک

.کر عرضها  په ل زا ین مبهخو کت ب ل

:بنابراین

cu  ln

 xdxcsc

 u

du
 


 dx

xx

xxx

tansec

sectansec
2

 


 dx

xx

xx
x

sectan

sectan
sec

cxx  tansecln

cxx  tansecln

cxx  cotcscln

انیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرج/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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انتگرال های سکا نت و کسکا نت( ر



انتگرال‌گیری‌

کانت‌با‌ت‌ کانت‌و‌کس وانانتگرال‌های‌‌‌س
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Sec and cosec with power



انتگرال‌های‌سکانت‌و‌کسکانت‌با‌توان(‌ز

.باشدزوجnاگر(1

.لایزک  م پتف  هلاتغ رتغ  ر دcscهsecدهجتو نزا ی نتگر الاح پبهبر ی

 xdx
n

csc  xdx
n

sec,

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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.باشدفردnاگر(2

.لایزک  م پتف  هجسبهجسلهش دcscهsecفر ا یتو ن نتگر الاح پبهبر ی



 xdx
n

sec

secلاول  ل xلاتغ رتغ  ر دt=tanxلاول  لهcsc xلاتغ رتغ  ر دt=cotxدیرصولتبه

.لایزک  م پتف  ه

xt tan

   


 dxxx
n

22

2
2

sectan1

.باشدزوجnاگر.الف

.لایزک  م پتف  هلاتغ رتغ  ر دcscهsecدهجتو نزا ی نتگر الاح پبهبر ی

(.ب   دهجn=2kک   فرض)

   


 dxxx
n

22

2
2

secsec  


 dxxx
n 22

secsec

 


 dtt
n

2

2
2

1
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انتگرال های سکانت و کسکانت با توان( ز



?sec  ∫
6 =xdx
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?sec  ∫
8 =xdx
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?secco  ∫
6 =xdx
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 xdx
n

sec

ux
n


2

sec

.باشدفردnاگر.ب

. و لای پتف  هجسبهجسلهش دcscهsecفر ا یتو ن نتگر الاح پبهبر ی

(.ب   فر n=2k+1ک   فرض)

dvxdx 
2

sec

   dxxxn
n

tansec2
2



  xdxx
n 22

secsec




  xdxxxndu
n

tan.secsec2
3



xv tan
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انتگرال های سکانت و کسکانت با توان( ز



       


 dxxxnxx
nn 222

sectan2sectan

 xdx
n

sec

...ززبر یزحاز ینز نتگر ازلهشزفوقزل زتکر لزلایزک  م

       


 dxxxnxx
nn 222

sec1sec2sectan

       


 xdxnxdxnxx
nnn 22

sec2sec2sectan

:بنابراین

 


 xdxx
n 22

secsec

  xdxn
n

sec1  


 xdxnxx
nn 22

sec2sectan
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?sec    ∫
3 =xdx
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انتگرال‌گیری‌

کانت،‌ک‌ کانت،‌تاتژانت‌و‌ضرب‌کس تانژانت‌با‌توانانتگرال‌های‌ضرب‌س

Product of sec and cosec with power



(صحیح m ,n)وانتگرال‌های‌به‌فرم‌‌‌‌‌‌(س xdxx
mn

tan.sec xdxx
mn

cot.csc

.زع  یزصح حزلاثبتزهزدهجزب   n گرز(ز1

.فر زب   nدهجزهز m گرز(ز3

.ع  یزصح حزلاثبتزهزفر زب    m گرز(ز2

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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 xdxx
mn

tan.sec

 


 xdxxx
m

n
22

2
2

sec.tan.sec

 


 dttt
m

n

2

2
2

1

.زع  یزصح حزلاثبتزهزدهجزب   n گرز(ز1

xt tan




 xdxxx
mn 22

sec.tan.sec

 


 xdxxx
m

n
22

2
2

sec.tantan1
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و انتگرال های ضرب سکانت، تاتژانت(س
ضرب کسکانت، کتانژانت با توان

xdxx
mn

tan.sec



?tan.sec   ∫
36 =xx
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 xdxx
mn

tan.sec 


 xdxxxx
mn

tansec.tan.sec
11

 



 xdxxxx

m
n

tansec.tan.   sec 2

1
21

 



 xdxxxx

m
n

tansec.1sec.sec 2

1
21

 



 dttt

m
n 2

1
21

1

.ع  یزصح حزلاثبتزهزفر زب    m گرز(ز2

.ع  یزصح حز پت قتزک   زززززززز
2

1m

xt sec

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری 111

و انتگرال های ضرب سکانت، تاتژانت(س
ضرب کسکانت، کتانژانت با توان  xdxx

mn
tan.sec



  ?sectan
63

xdxx
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 xdxx
mn

tan.sec

.فر زب   nدهجزهز m گرز(ز3

.لایزب   زکهزل هزحازآنزقب ًزگفتهز  هز پت sec(x)بع ز دزتو نزلپ ن ن،ز نتگر از  لاازتو نزدهجزی زفر ز

   dxxx
m

n 22
1secsec  dxxx

m
n 22

tan.sec
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و انتگرال های ضرب سکانت، تاتژانت(س
ضرب کسکانت، کتانژانت با توان

 xdxx
mn

tan.sec



انتگرال‌گیری‌

ی‌خاصجانشانی‌های‌مثلثات‌
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Certain trigonometric substitutions



222222جانشانی‌های‌مثلثاتی‌برای‌عبارات
,, xaxaax 

.ززب زج نش نیزززززززززززززززززززززعب لتزززززززززززززززززبهزززززززززززززززززززتب یازلایز و 

.ززب زج نش نیزززززززززززززززززززززعب لتزززززززززززززززززبهزززززززززززززززززززتب یازلایز و 

.ب زج نش نیزززززززززززززززززززززعب لتزززززززززززززززززبهزززززززززززززززززززتب یازلایز و 

tax sin

tax sec

tax tan

22
xa 

22
ax 

22
xa 

ta
22

cos

ta
22

tan

ta
22

sec

0a

tax sin

tax tan

tax sec

secهز tanهز sinقر لز ا مز،زب ی ز tبر یز ی کهزبتو ن مزشسز دزحاز نتگر از،زلاق  لز هل هزل زبهزج یز
:ب  بر ینز.زلاعکو زشذیرزب    ز

,sin
1













a

x
t

22


 t

22


 t,tan

1












a

x
t










2
01

2
1







a

x

a

x











a

x
t

1
sec
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 


?
22

ax

dx ,0:مثال a
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دکتر‌علیرضا‌/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
امیری‌اسفرجانی



 


?
9

2

2

x

dxx :مثال

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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:مثال

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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?∫ -4  2 =dxx



:مثال

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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?∫
-1

1  
2

=dx
xx



:مثال

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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dxx 32 
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:مثال

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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?

-
2

∫
2-3

   =

xx

dx



:مثال

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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∫ ?
25

   
2

=
+xx

dx



:مثال

نیدکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجا/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری
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?1     ∫
2 =+ dxx
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به‌روشانتگرال‌گیری‌

126تجزیه‌کسر

ی
ر
ل‌گی

را
گ
ی‌انت

ش‌ها
رو

‌/
ی
جان

ر
سف
ی‌ا

ر
ضا‌امی

ر
علی

ر‌
دکت

Degradable fraction
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:هدف

...

)(xQ

)(x

 dx
xQ

x

)(

)(

:حالت‌ها

.‌‌باشداگر‌مخرج‌کسر‌دارای‌چند‌عامل‌درجه‌اول‌(الف

.باشدهرگاه‌مخرج‌کسر‌دارای‌عامل‌درجه‌اول‌با‌تکرار‌(ب

.باشداگر‌مخرج‌کسر‌دارای‌یک‌عامل‌از‌درجه‌دو‌(ج

.با‌تکرار‌باشداز‌درجه‌دو‌عامل‌اگر‌مخرج‌کسر‌دارای‌(‌د

انتگرال‌گیری‌به‌کمک‌تجزیه‌کسرها‌



 گرزلاخرجزکسرز  ل یزچ  زع لااز لجهز هازب   ز،زیع یزکسریزبهزصولتزززززززززززززززززززززز( الف

:  لیم،ز لز ینزح لتزلایزنویس م

 
    

nbxbxbx

xF

 ...21

 
    

nbxbxbx

xF

 ...21

پز ک ونزب زامزلاخرجزکر نزکسرزا یزپ تزل پتزهزلاس هیزقر لز   نزکسرزح صازب زکسرزپ تزچ

.ل زبهز پتزآهل ت زززلایزتو نز ع    xتس هیزب لازهزز   نزلاق  یرزلاتف هتزبهز 1A
nA

ها‌انتگرال‌گیری‌به‌کمک‌تجزیه‌کسر

n

n

bx

A

bx

A

bx

A








 ...

2

2

1

1
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  24

32





xx

x :مثال
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?
)3()2(

1-
2


 dx

xxx

x :مثال



.ب   تکر لب  ها لجهع لاا  ل یکسرلاخرجارگ ه(ب

.لایزگ ریمنظر لل پتپ ت لکسرآن،تکر لتع   بها ع لاا داریکبر یح لت ین ل

 

      nm

n

mm
bxbxbx

xF

 ...21

21
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ها‌انتگرال‌گیری‌به‌کمک‌تجزیه‌کسر



   21

2
3

2





xx

x

علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

132

دکتر‌علیرضا‌امیری‌اسفرجانی/‌روش‌های‌انتگرال‌گیری

:مثال
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:مثال
∫ ?

)4()1-(

5
   

32
=

+

+
dx

xxx

x
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ب   ،زیع یزکسریزبهز گرزلاخرجزکسرز  ل یزیکزع لااز دز لجهز هزلا ن  ززززززززززززززز(ج

هز   تهزب   م،زآنگ هز لزتجسیهزکسر،زصولتزل زیکزع لااز لجهز هازبصولتززززززززززززززززززززززززز

.بق هزل هزحازلاش بهزقباز پت.ز لزنظرزلایزگ ریم کاززززززز

 cbxax 
2

 
  cbxaxxG

xF


2

BAx 
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ها‌انتگرال‌گیری‌به‌کمک‌تجزیه‌کسر



  
?

11
2


 xx

x
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:مثال
   

dx
xx

x

11
2
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:مثال

Δ

?
)1)(1(

3
    ∫ 2

<

=
+++

+
dx

xxxx

x



لا ن  ج لهز ی  ل یلاخرجیع یب   تکر لب  هلای لجهع لاا  ل یکسرلاخرجارگ ه(د

m ییعتکر لزا تع   بهع لاا ینب لات  ظرکسرتجسیه لآنگ هب   ،

.لایزگ ریمنظر لکسرت 

 mcbxax 
2
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ها‌انتگرال‌گیری‌به‌کمک‌تجزیه‌کسر



   
?

122

12
222






xx

x
:مثال 
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:مثال
∫ ?

)1-)(1(

5
   

22

2

=
++

+
dx

xxxx

x



 


?
1

1
3

dx
x
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:ادامه‌مثال
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∫ ?
)54-(

)2-(
  

22
=

+
dx

xxx

x



انتگرال‌گیری‌به‌روش

انتگرال‌توابع‌اصم‌
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انتگرال‌توابع‌اصم‌

 












dxxxxxF m

m

s

r

s

r

s

r

,...,,, 2

2

1

1
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




















































dx

dcx

bax

dcx

bax

dcx

bax
xG

m

m

s

r

s

r

s

r

,...,,,
2

2

1

1

:‌‌در‌این‌گونه‌موارد‌می‌توانیم‌حالت‌های‌زیر‌را‌در‌نظر‌گرفت



:بهزصولتزدیرز پت xهزل  یک له ییز دز x نتگر ازتو بعزبرحسنز. الف 

 لز ینزصولتز.زلاخرجزلاشترکزکسرا یزززززززززززززززززززززززب   k لز ینزنوعز نتگر ازا زفرضزک   ز

.زیزک   دزتغ  رزلاتغ رزززززززززززززز پتف  هزلایزک  مزکهز نتگر از صمزل زبهز نتگر ازگوی زتب یازلا

 












dxxxxxF m

m

s

r

s

r

s

r

,...,,, 2

2

1

1

m

m

s

r

s

r
,...,

1

1

k
tx 
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م‌انتگرال‌توابع‌اص



?
1

4 3



 xd

x

x
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:زز نتگر ازتو بعز صمزبهزفرمزکلیزدیرزب   . ب 

تغ  ر دصولت ین ل.ب   کسرزا یلاشترکلاخرجkک   فرض

.لایزک  اتب یگوی  نتگر ابهل  صم نتگر اکهلایزک  م پتف  هلاتغ ر






















































dx

dcx

bax

dcx

bax

dcx

bax
xG

m

m

s

r

s

r

s

r

,...,,,
2

2

1

1

m

m

s

r

s

r
,...,

1

1

k
t
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




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انتگرال‌گیری‌به‌‌روش

انتگرال‌های‌مجازی‌

 نی کترزعل رض ز لا ریز پفرج/زلهشزا یز نتگر ازگ ری174
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